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1. Osoita, että GL+(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : detA > 0} on matriisiryhmä.

2. Osoita, että kuvaus

(K,+)→ GL(2,K) : a 7→
[
1 a
0 1

]
on injektiivinen jatkuva homomorfismi.

3. (a) Osoita, että matriiseille A,B ∈Mn(K),

AB = I ⇐⇒ BA = I.

(b) Olkoon m ≥ n. Osoita, että kaikille A ∈Mm×n(K) ja B ∈Mn×m(K)

AB = I =⇒ BA = I.

(c) Osoita, että (b)-kohdan käänteinen väite “ ⇐= ” ei aina päde.

4. Todista Lemma 2.17: Olkoon Ψ : GL(n,C) ↪→ GL(2n,R) luennoilla käytetty komplek-
sisen matriisin reaaliupotus, jossa jokainen matriisin alkio a + bi ∈ C korvataan 2 × 2

matriisilla
[
a −b
b a

]
ja olkoon

Φ : Cn → R2n,Φ(c1 + d1i, . . . , cn + dni) = Φ(c1, d1, c2, d2, . . . , cn, dn).

Osoita, että lineaarikuvauksille A : Cn → Cn ja Ψ(A) : R2n → R2n

Ψ(A) ◦ Φ = Φ ◦ A
Cn R2n

Cn R2n

A

Φ

Ψ(A)

Φ

Käännä



Tarkistellaan matriisiryhmän luonnollista toimintaa vektoriavaruuteen. Olkoon

ϕ : GL(n,K)×Kn → Kn, ϕ(A, x) = Ax.

5. Osoita, että ϕ on matriisiryhmän GL(n,K) jatkuva toiminto vektoriavaruuteen Kn.
Toisin sanoen osoita, että

(i) ϕ on jatkuva kuvaus,

(ii) ϕ(I, x) = x ja

(iii) ϕ(AB, x) = ϕ(A,ϕ(B, x)).

6. Määritä kaikkien vektorien x ∈ Kn radat

Orb(x) = ϕ(GL(n,K), x) = {Ax : A ∈ GL(n,K)} ⊂ Kn.

Montako eri rataa on?

Kiinnitetään vektori x ∈ Kn. Seuraavissa tehtävissä tarkastellaan vakauttajaa

Stab(x) = {A ∈ GL(n,K) : Ax = x}.

7. Osoita, että Stab(x) ⊂ GL(n,K) on matriisiryhmä.

8. Anna esimerkki matriisialiryhmästä H < Stab(x), jolle H ' GL(n− 1,K).


