MATS132 Lineaariset Lien ryhmit demo 3 malliratkaisut

1. Affiini ryhmé on

AfE(n, K) = {[’3 ﬂ . A€ GLn,K),b e My (K) :K”}.

(a) Osoita, ettd Aff(n,K) on matriisiryhmaé.

(b) Olkoon ¢ : K® — K" x {1} € K"" inkluusio «(z) = (z,1). Osoita, ettd kaikille
L= 61 11) € Aff(n,K) kuvaus :™' o Lo : K® — K" on hyvin mééritelty, ja antaa
affiinin kuvauksen

1" toLou(r)= Az +b.

Ratkaisu. (a) Aff(n,K) on GL(n + 1,K):m aliryhmaé:

(i) T = B ﬂ € Aff(n, K).

(ii) Olkoot {Al bl} : {A2 bﬂ € Aff(n,K). Tallin

0 1 0 1
Al bl A2 b2 . AlAQ A1b2+b1
{O 1H0 1}_[ e b ]EAH(n,K).

-1 1 A—1p]
o1 - T e s

(1) {0 1 0 1
Se, ettd Aff(n,K) C GL(n + 1,K) on suljettu seuraa siitéd etté se koostuu suljetuista

lohkoista. Olkoon Lj = [f(l)k blk € Aff(n,K) jono, jolle Ly, — L € GL(n + 1,K).

A
0
A, € GL(n,K) ja lohkoupotuksen kautta GL(n,K) C GL(n 4+ 1,K) on suljettu,
A € GL(n,K). Niin ollen L € Aff(n,K).

Talloin jono suppenee myos lohkoittain, eli L = ﬂ ja A, — A, by — b. Koska

(b) Kaikille (z,1) € K" x {1} ¢ K",

o 2] = [ e

Lo L o1 on hyvin mééritelty ja antaa affiinin kuvauksen x — Ax + b.

Néiin ollen ¢~
O



2. FKuklidinen ryhmé on

B(n) H’g ﬂ . A€ On)be M (R) ~ R”} |

(a) Osoita, ettd E(n) < Aff(n,R) on matriisiryhma.

(b) Osoita, etti jokaiselle L € E(n), affiini kuvaus F' = ¢t"'o Lo : R" — R" on isometria,
eli ettéd | F(z) — F(y)|| = || — y|| kaikille z,y € R™.

Ratkaisu. (a) Todistus on sama kuin tehtévén|I (a)-kohdan todistus, silld O(n) < GL(n, K)
on matriisiryhma.

(b) Olkoot z,y € R" ja L = [A € E(n). Télloin tehtdvén (1 (b)-kohdan perusteella

0 1
F(z) = Az + b. Toisaalta Lauseen 3.7 perusteella ortogonaalimatriisille A € O(n),
| Az — Ay] = |lz - ], joten

1F(z) = F(y)ll = [I(Az = ) = (Ay = 0)[| = [| Az — Ay[| = [l — y].
0

3. (a) Olkoon G < GL(n,K) matriisiryhmé ja v : [0,1] — G sekd 5 : [0,1] — G polkuja.
Osoita, etta

v(t), 0<t<1

vx5:0,2] = GL(n,K), yx03(t) = {7(1)5(())15(25 —1), 1<t<2

on myos polku G:ssa.

(b) Olkoon G ~ (R, +) (katso 1. demojen 2. tehtévistd matriisiryhméesitys télle additii-
viselle ryhmélle) ja v : [0, 1] — G, v(t) = t. Maérita polku v %~ : [0,2] — G.

Ratkaisu. (a) Koska v % 8(t) on joko ryhmén G alkio 7(¢), tai tulo ryhmén G alkioista
(1), 8(0)7t ja B(t — 1), v * B(t) € G. Riittii siis tarkistaa, ettd v x 3 on jatkuva.
Vélilla [0,1), v * B(t) = ~(t), ja v on jatkuva. Valilla (1,2], v 8(t) = ¢g - B(t — 1)
alkiolle ¢ = v(1)3(0)~!. Koska matriisikertolasku ja 3 ovat jatkuvia, myds v % 3 on
jatkuva valilla (1, 2].

Liséksi
lim v B(t) = lim y(¢) =~(1)

t—1— t—1—



ja matriisikertolaskun jatkuuvuden nojalla

lim ~ B(t) = lim +(1)3(0) "Bt — 1)

t—1+ t—1+4
_h -1
= lim 5(1)5(0)7°5(1)
=7(1)B(0)7'8(0) = ~(1).
Siis v * £ on jatkuva my0s pisteessd t = 1.
(b) Additiivisen ryhmén (R, +) matriisiesitys on G = {[(1) ﬂ S R}. Polku ~ *

koostuu siis paloista

sanose-n=[3 0T =0 1]

yxy:]0,2] = (R, +), ~y*v(t) =t.

eli

]

4. Tarkastellaan kuvausta ® : SU(2) x SU(2) — GL(4,R), A = ®(¢,p) mééritelldan
kvaterniotulona

A:H—H, Ax)=qxp .

(Muista, ettd vektoriavaruuksina H ~ R%)
(a) Osoita, ettd ¢ on jatkuva homomorfismi.

(b) Osoita, ettd ®(SU(2) x SU(2)) C SO(4) (Vihje: hyddynnd matriisiryhmén SU(2)
yhtendisyytta).

(c) Osoita, ettd ker & = {£1}.
Ratkaisu. (a) Olkoot (q1,p1), (g2, p2) € SU(2) x SU(2). Kaikille x € H

®(q1,p1)o®(qa, p2) () = ®(q1,p1)(2xp3 ") = Qugpap; 'p1t = (q1q2)x(P1p2) ™' = ®(q1ga, P1p2) ().

Kuvauksen ¢ jatkuvuus seuraa kvaterniotulon (matriisitulon) jatkuvuudesta.



(b) Yksikkokvaternioille ¢, p € SU(2),
|Az| = |qlla||p™"| = |z,

joten Lauseen 3.7 karakterisaation nojalla A € O(4). Toisaalta, koska SU(2) on yhte-
nédinen, myos SU(2) x SU(2), ja edelleen (a)-kohdan nojalla ®(SU(2) x SU(2)) ovat
yhtenaisié.

Koska ®(1,1) = I € SO(4) ja O(4) = SO(4) x O(1) ~ SO(4) x {1}, tésta seuraa,
ettd ¢(SU(2) x SU(2)) € SO(4).

(c) Jos ®(q,p) = I, niin erityisesti ®(¢q,p)1 = qlp~' =1, eli ¢ = p. Tilléin I = ®(q,p) =
(I)<Q7 q) = Rq € SO(?)), joten @(q,p) =47
O

5. Tarkista matriisien (operaattori)normin ominaisuudet:

(a) ||AB] < ||A]l||B]| kaikille A, B € M,,(K)

(b) [|[A+ B|| < ||A]| + || B]| kaikille A, B € M,,(K)
(¢) |Ax — A|| = 0 <= Ay — A komponenteittain.
(d) Ae M,(K)jal]|[A—-1I]| <1 = A€ GL(n,K).

Ratkaisu. (a)

AB AB B
IAB| = sup |ABz|| _ [[ABz| || Bz
w20 |zl o£0 || Br| [z
A B
< sup | Ayl sup Bz _ 14113l
w0 [yl 220 (2]
(b)
A B A B
A+ B|| = sup | Az + Bz < | Az || + || Bx||
0 |7 240 [E3]
A B
< sup | Az || sup |Bz|| _ 1A + 1B

e | e

(c) Lineaarisuuden nojalla voidaan olettaa, ettd A = 0 (eli korvataan matriisit A mat-

riiseilla A, = Ay, — A € M,,(K)).



“ =7 Jos ||Ag|| — O, niin [|Age;|| — 0 kaikilla kantavektoreilla ey, ..., e,. Koska
Are; on matriisin Ay, j:s sarake, tdma tarkoittaa, ettd komponenteittain A, — 0.

“ =" Jos Ay — 0 komponenteittain, niin || Aye;|| — 0. Talloin myds > 7, [| Axe; || —
0. Toisaalta mielivaltaiselle x = x1eq1 + - - - + €,

[Arz]| < ||l Arerll + - - + [zal [ Aren]] < ll2]] <Z|!Ak€j!\> :

j=1
joten

1Akl = SUP

(d) Riittad osoittaa, ettd ker A = {0}, eli ettd ||Az| > 0 kaikille x € K™\ {0}. Matriisi-
normin méaritelméan perusteella

[Az — 2| = [[(A = Dz|| < |[A = I||[|z]| < [l=]
joten kolmioepéyhtéloa kiyttden saadaan
[Az]| = [|[Az — = + || = ||=]| — Az — =[] > [[z]| — [[=]] = 0.
m

6. Todista Lemma 4.9: exp(BAB™') = Bexp(A)B~! kaikille A € M,(K) ja B €
GL(n, K).

Ratkaisu. Koska
(BAB ') (BAB™) = BA*’B™,
matriisin BAB~! potenssit ovat
(BAB Y)Y = BA*B~.

Talloin matriisieksponentiaalin méaritelmén mukaan

exp(BAB™!) =) (BABT)" _ (Z A—k> B™' = Bexp(A)B~..

k=0 k=0

]

7. Olkoot x,y € C? vektoreita joille ||z|| = |Jy||. Osoita, ettd on olemassa A € SU(2)
jolle Az = y.



Ratkaisu. Késitelladn ensin tapaus x = e; ja y = (y1,y2) € C?, ||y|| = 1. Mééritelldén
A, = |:y1 —?72] ‘
Y2 Y

Télle matriisille selvisti Aye; = y. Toisaalta A, on tasmalleen kvaternion kompleksiesi-
tyksen muotoa, ja det A, = 1151 + 1292 = |ly|| = 1, joten A, on yksikkokvaternio, eli

A, € SU(2).
Yleisessi tapauksessa, olkoot z, vy, ||z|| = ||y||. Talloin
A Ao = A (Ilzller) = llall o =
y/llyll /||| T y/llyll \ 11T ]]€1 z 1] Ys
eli Ay/HyIIA;/lux” € SU(2) antaa halutun kuvauksen. O

8. Osoita, ettd SU(n),n > 3, on polkuyhtenéinen olettaen ettd SU(n — 1) ja SU(2)
tunnetaan polkuyhtenaisiksi.

Ratkaisu. Olkoon A € SU(n). Oletuksen nojalla riittdéd osoittaa, ettd on olemassa polku
A:sta johonkin SU(n — 1):m matriisiin. Jos Ae; = ey, niin A € Stab(e;) ~ SU(n—1) (katso
2. harjoitusten tehtdva 7, véitteen todistus kompleksisessa tapauksessa on identtinen).
Talloin triviaali polku riitta.

Jos Aey # ey, olkoon W C C" taso (eli dim¢ W = 2), joka sisaltdd vektorit e; ja
Aey. Tason W kierrot méaraavit aliryvhman H < SU(n), H ~ SU(2). Koska A € SU(n),
||Ae1|| = |le1||. Téall6in tehtévén [7| nojalla on olemassa B € H jolle BAe; = e;.

Oletuksen mukaan SU(2) on polkuyhtendinen, joten my6s H on polkuyhtenéinen.
Télloin on olemassa polku v : [0,1] — H, v(0) = I ja v(1) = B. Siirtdmalla tita polkua,
eli maarittelemalla

p:00,1] = SU(n), B(t) =~(H)A

saadaan polku jolle 5(0) = A = A ja f(1) = y(1)A = BA. Koska BA € SU(n— 1), tamé
todistaa SU(n):n polkuyhtenéisyyden. ]



