MATS132 Lineaariset Lien ryhmit demo 4 malliratkaisut

— G sekd 1 (—€,€) — G derivoituvia kiyria.

1. Olkoon G matriisiryhmé ja o : (—¢,€)
t) = «(t)B(t) on myos derivoituva kiyra ja

Osoita, ettd af : (—€,€) = G, (af)(t)
(s = a(080) + a0,
Ratkaisu. Tarkastellaan kiyrdn af erotusosamaéirié pisteessa t:
a(t+h)B(t+h) —at)5(t) _ alt+h)B(t+h) —alt+ h)B(t) + a(t + h)B(t) — a(t)B(t)
h h
_ cz(t+h)ﬁ(t+h})l — B(t) N at + hf)L — a(t)

p(t).

Koska }llin(l) a(t + h) = a(t), tistid saadaan
H

d <B(t+h)—5(t)>

—~ (oz(t)ﬁ(t)) = a(t) lim

h—0

= a(t)B(t) +o'()B(1).

2. Olkoon G matriisiryhmi, o : (—¢,€) — G derivoituva kiyrii, ja a™! : (—¢,¢) — G

kidinteismatriisien kilyrd o' (t) = a(t)~!. Osoita, ettd kiidnteismatriisien kiyrin derivaat-

ta saadaan kaavalla
%(a(t)—l) — —a(t) e (Halt) L

(Huomaa, ettd a~'m derivoituvuus seuraa siitdi, ettd kidnteismatriisien a(t)™! kompo-

nentit ovat rationaalilausekkeita matriisin «(t) alkioista.)

Ratkaisu. Tehtévén [I] nojalla

4 (aa0) = at) +a() (a0 ).

Toisaalta a(t)a(t)™t = I, joten

— alt) (%a(t)1> = —d/(t)a(t)™
d -1 1, -1
= Ea(t) = —a(t)"d(t)a(t)



3. Additiivisella ryhmalld (R™, +) on matriisiesitys (vertaa demo 1.2.)

(Rn7+> ~G= {|:]0n T:| S GL(TL—|— 1,R) T X E Mnxl(R) ZRn},

missd [, on n X n-identiteettimatriisi. Maéritd matriisiryhmén G tangenttiavaruus 7;G
ja dimensio.

I x(t)
0 1
(—€,¢) — R™ on jokin kdyrd. Ehto a(0) = I tulee siis muotoon z(0) = 0 ja kiyrd « on
derivoituva tasmaélleen kun kiyrd x on derivoituva. Néin ollen

Ratkaisu. Ryhmén G kiyriat o : (—e,€) — G ovat muotoa «(t) = ], missi x :

0 1

g rer)

Siis itse asiassa T7G = G ja G:n dimensio matriisiryhména on sen dimensio vektorialiava-

ruutena G C M,,11(R), eli dim G = n. O

/
TG = { {] a: (0)] : x: (—€€) — R" derivoituva kdyré ja z(0) = O}

4. Olkoon V vektoriavaruus ja L : V x V — V bilineaarinen kuvaus. Maéaritellaan
rekursiivisesti kuvaukset L, : V" — V asettamalla L = L, ja

Lk+1(U1; e 7Uk+1) = L(Uh Lk(”% e 7Uk+1)>7 UL, Uk € VL
Osoita, ettéd jokainen kuvaus L,, n > 2 on multilineaarinen.

Ratkaisu. Todistetaan viite induktiolla. Alkuaskel n = 2 on suoraan oletuksena. Olete-
taan siis, ettd kuvaus L, on multilineaarinen ja osoitetaan, ettd L, .1 on myos multiline-
aarinen.

Lineaarisuus ensimméisessi komponentissa seuraa kuvauksen L bilineaarisuudesta:

Lyi(av 4+ bw,vg, ... vpy1) = L((w + bw, Ly (v, . .. ,vn+1)>

=alL <v, L,(vo, ... ,Un+1)> +bL <w, L, (vo, ... 7vn+1)>

= aLn+1(U7 V2, - .- avn-i-l) + bLn+1(w7 V2, ... avn—‘rl)-

Muissa komponenteissa tarvitaan seka L,:n ettd L:n multilineaarisuutta, esim. 2 kompo-



nentissa
Lyi(vi,av +bw,vs, ..., 0p01) = L(vl, L,(av + bw, vs, ... ,vn+1)>
= L<U17 CLLH(U, V3, ... ,UnJrl) + bLn(w, V3, ... ,UnJrl))

=alL <v1, Ln(v,vs, ... ,Un_;,_l)) + 0L <U1, Lp(w,vs, ... ,Un+1)>

= aLn-l—l(Ul) U, V3, ... 7UTL+1) + bLn—}—l(Ula w,vs; ... 7vn+1)-

Komponenttien 3,...,n + 1 lineaarisuus on tismaélleen sama todistus kuin komponentin
2 lineaarisuus. O

5. Olkoon g vektoriavaruus varustettuna bilineaarisella ja antikommutatiivisella kuvauk-
sella [-,-] : g x g — g ja olkoot X,Y,Z € g lineaarisesti riippuvia. Osoita, ettd Jacobin
identiteetti patee néille X, Y, Z, eli etta

(X, Y, Z]|+ Y, [Z, X]]+ [Z,[X,Y]] = 0.

Ratkaisu. Jos vektorit X,Y, Z ovat lineaarisesti riippuvat, jokin niistd voidaan kirjoit-
taa lineaarikombinaationa kahden muun avulla. Jacobin identiteetin syklisyyden nojalla
voidaan olettaa (jarjestdmilla vektorit tarvittaessa uudestaan), ettd joillekin a,b € K

X =aY +bZ.

Tehtéviin [ nojalla kaksinkertaiset sulkeet ovat lineaariset jokaisessa komponentissa, joten
Jacobin identiteetin termit ovat

(X, [Y,Z]] = [aY +bZ,[Y, Z]| = a[Y,[Y, Z]| + b|Z,]Y, Z]],

Y, [Z,X]]| =Y, [Z,aY +bZ]| =alY,[Z, Y]]+ 0]Y,[Z,Z]] ja

Z,[X,)Y]|=1[Z,[aY +bZ,Y]| =a|Z,[Y, Y]] +b[Z,[Z,Y]].
Antikommutatiivisuuden nojalla [Z,Y] = —[Y, Z] ja [Y,Y] = 0 = [Z, Z], joten ndm&

termit sievenevit edelleen

X,V 2l = o[V [V, 2]+ 0[2,[Y, Z]],

Y,[Z X]] = —a[Y,[Y, Z]] ja
joten namé kumoavat summatessa toisensa. O



6. Todista Lemma 5.9: Olkoon g vektoriavaruus varustettuna bilineaarisella antikom-
mutatiivisella kuvauksella [-,-] : g X g — g. Olkoon ey, ..., e, kanta vektoriavaruudelle g.
Osoita, ettd jos kaikille 1 <i< j <k <n

[eiv [ej’ ek“ + [6j> [ek’v 62]] + [ek’ [ei’ ej]] =0,
niin kaikille XY, Z € g
(X, Y, Z]|+ Y, [Z, X]]+ [Z,[X,Y]] = 0.

Ratkaisu. Kirjoitetaan vektorit X,Y, Z € g kannan eq, ..., e, suhteen

n n n
X = g rie;, Y = g yjej, 4 = g ZLE.
i=1 7=1 k=1

Jacobin identiteetin syklisyyden nojalla jos Jacobi péitee vektoreille X, Y, Z, se pitee myos
vektoreille Y, Z, X. Toisaalta, jos Jacobi péitee vektoreille X, Y, Z, niin antikommutatiivi-
sudeen nojalla Jacobi vektoreille X, Z)Y on

[X7 [Z’ YH + [Zv [Y7X]] + [Y7 [X7 Z“ = - [X7 [Y, ZH - [Z7 [Xv Y“ - [Y, [Z7 X“

Niéin ollen Jacobin identiteetti riittda tarkastaa vain yhdelle jarjestykselle vektoreista
X, Y, Z.

Tehtévin {] nojalla iteroidut sulkeet (A, B,C) — [A,[B,C]] on multilineaarinen ku-
vaus. Néin ollen riittda tarkistaa ehto kantavektoreille, eli etta

[ei, [ej, ex]] + [e;, [ex, ei]] + [ex, [es, €5]] = O

kaikille 7, j, k € {1,...,n}. Toisaalta tehtdvin |5 nojalla timé ehto pitee aina kun vektorit
e, €j, e, ovat lineaarisesti riippuvia, eli jos {i, j, k}:ssa on toistettuja indeksejé. Jos taas
toistettuja indekseja ei ole, 7, 7, k voidaan uudelleenjirjestda siten ettd ¢ < j < k, jolloin
Jacobin identiteetti pétee oletuksen nojalla.

O

7. Olkoon G abelinen (eli AB = BA kaikille A, B € ) matriisiryhmi ja g sen Lien
algebra. Osoita, ettd [X, Y] = 0 kaikille X, Y € g.

Ratkaisu. Olkoot X = o/(0) ja Y = '(0) joillekin derivoituville kiyrille G:ssé. Tarkas-
tellaan kuten Lauseessa 5.12 kuvauksta F(t,s) = a(t)B(s)a(t)"'8(s). Lauseen 5.12

todistuksen nojalla

X, Y] :hmM.

t—0 t



Toisaalta, jos G on abelinen, niin F' on vain vakiokuvaus

F(t.s) = at)B(s)a(t) " B(s) ™ = a(t)a(t) " 5(s)5(s) " = 1.

jolloin £ F(t,s)|,_o =4 I|,_, = 0 ja edelleen [X,Y] = 0. O
o .. [0 =D o
8. (a) Olkoon a € R. Méiritd matriisin b o€ M, (R) eksponentiaali.

(b) Osoita, ettd ndmé matriisit muodostavat SO(2):n Lien algebran, eli etti

50(2):{[2 _Ob} : bER}.

Ratkaisu. (a) Kaytetddn kompleksilukujen reaalimatriisiesitystd p : C — Ms(R), p(a +
bi) = [Z _ab . Koska matriisieksponentiaali méiritelliin sarjana ja p on jatkuva
rengashomomorfismi, kaikille z € C

exp op(z) = p(e),

joten

exp ({2 _ObD = exp (p(bi)) = p (") = p(cosb +isinb) = {

sinb cosb

cosb —sin b}

(b) Jokainen A € SO(2) on muotoa (katso Lause 3.12)

4 — |cos b —sinb| 0 —b
~Isinb cosd |~ TP |p 0
jollekin b € R. Néin ollen jokainen derivoituva kiiyrd a : (—e, €) — SO(2), «(0) = I

voidaan kirjoittaa muodossa a(t) = exp <{(1) _01} f(t)) jollekin derivoituvalle f :
(—e,e) = R, f(0) = 0. Téllaiselle kdyrille taas

0= geo(l) Jw) =7 o= Y.

joten so0(2) C {[2 _Ob} cbe R}. Toisaalta asettamalla f(t) = bt ndhdién etta

{2 _Ob} € s0(2), osoittaen halutun yhtdsuuruuden.



