MATS132 Lineaariset Lien ryhméit demo 5 malliratkaisut

1. Olkoon g K-Lien algebra. Osoita, etté
8, 9] = span{[X, Y] X,V € g}

on Lien algebran g ideaali.

Ratkaisu. i = [g, g] on suoraan méaritelménsé perusteella Lien algebran g vektorialiava-
ruus, joten riittdd osoittaa kommutaattorirelaatio [g,i] C i. Jos X € g ja Y € i, niin myos
Y € g, joten [X,Y] € [g, g O

2. Olkoon ¢ : g — b surjektiivinen Lien algebrojen morfismi, jolle lisiksi [g, g] C ker .
Osoita, ettd b on abelinen.

Ratkaisu. Olkoot X,Y € h. Taytyy osoittaa, ettd [X,Y] = 0. Koska ¢ on surjektio, on
olemassa A, B € g joille p(A) = X ja ¢(B) = Y. Télléin koska ¢ on Lien algebrojen
morfismi ja [A, B] € [g, ¢,

(X, Y] = [p(A), 0(B)] = #([A, B]) = 0.
O

3. Olkoot G, H < GL(n,K) matriisiryhmié ja g,bh niiden Lien algebrat. Osoita, ettéd
matriisiryhmédn GN H Lien algebra on gNh. (Voit kiyttaa faktaa: Jos N on matriisiryhmé
ja n sen Lien algebra, niin exp(n) C N.)

Ratkaisu. Olkoon A € T;(G N H), jolloin on olemassa derivoituva kiyrd o : (—e,€) —
G N H derivoituva kéyré, jolle (0) = I ja o/(0) = A. Toisaalta a on derivoituva kéyra
my0s G:sséd ja H:ssa, joten A € T;GNTrH =gNh.

Jos taas A € g N b tarkastellaan kiyrdd o : R — GL(n,K), a(t) = exp(tA). Koska
gN b on vektoriavaruus, tA € gNh kaikilla t € R. Koska tA € g, a(tA) € G ja vastaavasti
koska tA € b, a(tA) € H. Néin ollen a on derivoituva kiyrd G N H:ssa, jolle a(0) = I ja
a/(0) = A, joten A € T (GN H). O

4. Maérita matriisiryhmien SO(n) ja O(n) dimensiot.

Ratkaisu. Lauseen 5.17 mukaan ryhmien Lien algebrat ovat
so(n) =o(n) = {A €gl(n,K): AT + A=0}.

Osoitetaan, ettd matriisit {E™ — E*" : 1 < r < s < n} muodostavat tdmén avaruuden
kannan.



Niille matriiseille
(Ers o ES’I‘)T + (Ers o Elsr) —E _E"S L E"S _ BT — 07

joten ne siséltyvit avaruuteen o(n).
Toisaalta, jos A € o(n), antisymmetrisyys ehdosta AT+ A = 0 seuraa, etti A,, = —A,,.

Niéin ollen Y
A= Z Z ATS(ETS _ EST),

r=1 s=r+1
joten ndméa matriisit { E™ — E*" : 1 <r < s < n} muodostavat kannan. Néin ollen

n

dim o(n) = ;(n )y =n?— ”<”2+ D _ ”(”2_ D _ (Z)

5. Maaritd R-vektoriavaruuksille u(n) ja su(n) kannat.

Ratkaisu. Osoitetaan, ettd u(n):114 on kanta
(E™ k=1,... n}U{E™ —E", 1<r<s<n}U{iE™ +iE* 1<r <s<n}.
Vaitetyn kannan matriiseille
(iE*) + (iE*)" = iE* —iEM =0,
(ETS _ ES'I‘) + (E'I‘S _ EST’)* — ETS _ EST’ + EST’ _ ET’S — 0 ja
(/L'E'I’s +ZEST> + (/L'E'I’s +ZEST>* — Z'Ers +Z'EST _ Z'ET'S _,L'Evsr — O,
joten ainakin ndmé kaikki sisaltyvit avaruuteen u(n). Namé ovat selvésti R-lineaarisesti
riippumattomia.
Olkoon A € u(n). Kirjoitetaan A = B + (C'i, missd B,C € M, (R) ovat reaalisia.
Talloin
A+ A*=(B+Ci)+ (B+Ci)* = (B+ B") + (C - C")i.

Ehdosta A + A* = 0 seuraa siis, ettd B + BT =0ja C — CT =0, eli ettid B,; = —B,, ja
C,s = (.. Nain ollen

B = zn: zn: B.o(E™ — E*) ja

r=1 s=r+1

C = ickkEkk"i_i i OTS(ETS—FEST),
k=1

r=1 s=r+1



mista seuraa, ettd véitetyt matriisit muodostavat u(n):lle kannan. Avaruuden u(n) dimen-
sio on siis ( 0 .
n(n — n(n —
L nln=1)
2 2
Vektoriavaruudelle su(n), korvataan matriisit i E** matriiseilla i E¥* —iE™ k= 1,...,n—
1 ja osoitetaan ettd saadaan kanta. Namé& matriisit ovat edellisen nojalla u(n):ssé, ja lisdksi

dimu(n) =n + =n+n®—n=n’

tr(i B — iE™) =i — i = 0,
r#s = tr(E” —E")+ (E™” —E")" =0 ja
r#s = tr(iE" +iE°) + (iE™ + 1B =0,

joten ne siséltyvit avaruuteen su(n) ja ovat R-lineaarisesti riippumattomia.
Jos A € su(n), niin myos A € u(n), jolloin asettamalla A = B + (i saadaan

B_i i BTS(ETS—EST>,

r=1 s=r+1
0= Cupt 3 3 i)
r=1 s=r+1
Mutta nyt
0=trA= ZAkaZZCkk — chk =0.
k=1 k=1 k=1
Nain ollen

— Z Crr(E* — E™) + (Z Ckk> E™
k=1 k=1
n—1

= Cu(EM — E™),

mistéd seuraa, ettd viitetyt matriisit muodostavat su(n):mn kannan. Avaruuden dimensio on
talloin
n(n—1) n(n—1)

2
=n?_1.
2 2 "

dimsu(n) =n—1+



6. Maarita affiinin ryhmén Aff(n, K) Lien algebra ja dimensio. (Affiinin ryhmén mééri-
telma 16ytyy 3. demojen 1. tehtévésta.)

Ratkaisu. Olkoon 7 : (—¢,€) — Aff(n,K) derivoituva kéyré, jolle v(0) = I. Kirjoitetaan

= ),

misséd a : (—¢,€) = GL(n,K) ja 8 : (—¢,€) = Mpx1(K) ovat a:n komponenttikiyrat. Kos-
ka derivoituvuus tarkoittaa komponenteittaista derivoituvuutta, « ja 8 ovat derivoituvia
kdyrid. Lisdksi ehdosta v(0) = I seuraa ettd «(0) = I, B(0) = 0, jolloin o/(0) € GL(n,K)
ja p'(0) € K"

Toisaalta, jos « ja [ ovat mitkd tahansa téllaiset kiyrat, niistd blokkeina muodostettu
matriisi on derivoituva kiyrd Aff(n,K):ssa, joten affiinin ryhmén Lien algebra on

aff(n, K) = Hgl 8} ; AEg[(n,K),beK"}.

Affiinin ryhmén dimensio on siis

dim aff(n, R) = dim gl(n, R) + dimR" = n® +n  tai
dim aff(n, C) = dimg gl(n, C) + dimg C" = 2n* + 2n

O]
7. Osoita, etté ristitulo Lien algebra (R?, x) ja Lien algebra so0(3) ovat isomorfiset.
Ratkaisu. Lien algebralla so(3) on kanta joka koostuu matriiseista
0 10 0 0 0 0 01
Uy=|(-1 0 0|, Uy=1(0 0 1|, Us={(0 00
0 00 0 -1 0 -1 0 0
[
Naille saadaan tulot
0 01 0 00 0 0 O
U1U2 - O O 0 5 U2U3 - —1 0 0 ; U3U1 - 0 0 O
0 00 0 00 0 -1 0
Koska UjT = —U;, nama tulot riittdvat kommutaattorien laskemiseen, silla

U, U] = U;Uy — UpU; = U;Uy — UFUT = U;Uy, — (U;U)7.



Naiin ollen saadaan relaatiot

00 1 000
(U1, Us] = UiUs — (U1U)" = {0 0 0| — |0 0 0 =Us,
000l |oo01

[0 0 0] [o —1 0]
[Uy, Us] = UsUs — (UyUs) = | =1 0 0| — [0 0 0| =U;
0 00/ [0 0 O]
[0 0 0] [0 0 0]
[Us,Uy] = UsUy, — (UsU)" =10 0 0 — [0 0 —1| =Us.
0 -1 0] |00 O]

Néamaé ovat tdsmélleen samat relaatiot kuin ristitulolla standardikannalle eq, e, e3:

[61762] = €1 X €9 = €3
[62,63] = €9 X €3 = €1

[e3,e1] = e3 X €1 = ey,
joten kuvaus
©: (R} %) —=s50(3), ©(x1,02,13) = 2,U; + 22Uy + 23U3
on Lien algebrojen isomorfismi.

8 (Bonus). Olkoon

Q= diag(fp, _Iq) = 1 € GL(p + ¢,R).

Maéarita yleistetyn ortogonaaliryhmén
O(p,q) ={A € GL(p + ¢,R) : ATQA=Q}

Lien algebra ja dimensio.

Ratkaisu. Olkoon « : (—¢,€) — O(p, q) derivoituva kéiyra jolle a(0) = I. Té&ll6in

d T _ ] T /
0= pr a(t) Qa(t)|,_, = ' (0)"Q + Qa’'(0).



Koska Q = Q7 kaikille A € gl(n,R),
ATQ + QA = (QA)" + QA.

Nain ollen
ATQ + QA = (QA)T+QA:O — QAco(p+q),

mistd saadaan inkluusio
o(p.q) C{Acgl(n,R): QAco(p+¢)}=Q " -olp+q)=Q-o(p+q).

Vastakkaisen inkluusion todistamiseksi asetetaan A = @B jollekin B € o(p+q). Kayttden
Lemmaa 4.9 ja relaatiota Q = Q! saadaan

Qexp(tA)Q™" = exp(QLAQ™) = exp(QtQBQ™") = exp(tBQ).
Niin ollen koska BT = —B,
exp(tA)' Q exp(tA)Q~" = exp(tB* Q") exp(tBQ) = exp(—tBQ) exp(tBQ) = I,
joten exp(tA) € O(p, q). Téasta seuraa, ettd
o(p,q) =Q-o(p+q) ja

dimo(p,q) = dimo(p+q) = (p—;—q)



