MATS132 Lineaariset Lien ryhmit demo 6 (07.03.2018)

1. Olkoon ¢ : G — H derivoituva homomorfismi matriisiryhmien valilld ja ¢. : g — b
sen derivaatta. Oletetaan, ettd ker ¢ on diskreetti, eli ettd jokaiselle A € ker ¢ on olemassa
avoin ymparisté6 U C G jolle U Nker p = {A}. Osoita, ettéd ker p, = {0}.

2. Todista Lemma 7.2: olkoon ¢ : G — H derivoituva homomorfismi matriisiryhmien
valilld ja ¢, : g — b sen derivaatta.

(a) Osoita, ettd K =kerp ={A € G: ¢(A) = I} on matriisiryhmi.
(b) Osoita, etté ker o, = {X € g: ¢.(X) =0} on matriisiryhmén K Lien algebra.
3. Olkoon g Lien algebra. Osoita, ettd
Z(g)={Xecg: [X,Y]=0VY €g}
on ideaali g:ssi.

Jos g ja b ovat Lien algebroja, tuloalgebra g x hh mééritelldén asettamalla Lien sulkeiksi
komponenteittaiset sulkeet

[(Xb Y1)7 (X2> YQH = ([le X2]97 [Ylv Y2]f))> (X1> Yl)v (X27Y?) cgxh.
4. Olkoot g ja b yksinkertaisia Lien algebroja. Osoita, etté

(a) g=[g,9].
(b) g x b ei ole yksinkertainen Lien algebra.

(c) gxb=[gxhgxh]

Kaanna



Seuraavissa tehtévissd tarkastellaan homomorfismia R : SU(2) — SO(3), joka mééri-
teltiin kvaterniotulon kautta seuraavasti:

Tulkitaan ¢ € SU(2) yksikkokvaterniona ja R? imaginéirikvaternioiden avaruutena, ja
maédritellddin kuvaus R(q) kvaterniotulona

R(q) : R’ = R?, (fﬂﬁ)>($)==qwq*?

Muista, ettd kvaterniotulo on itse asiassa matriisitulo kun imagindérikvaternio r = x1i +
Zoj + x3k kirjoitetaan muodossa

= |: I3l —X — IEQZ:| c MQXz(C).

Ir1 — ﬂ?gi —.’133i
Tehtévisarjan tavoitteena on 16ytad lauseke derivaatalle R, : su(2) — so(3).

5. su(2):lla on kanta

Osoita, ettd kuvauksen R, : su(2) — so0(3) lauseke méirdytyy tdysin pelkiistddn kuvapis-
teiden R.(E) ja R.(E,) avulla.

6. Olkoon t € R ja z = x1i + 29j + 23k € Ri + Rj + Rk.
(a) Madritd matriisit exp(tE;) € SU(2) ja exp(tEy) € SU(2).

(b) Maarité lausekkeet vektoreille (R(exp(tEQ) (x) € Ri+Rj+Rk ja (R(exp(tE2)> (x) €
Ri + Rj + RE.

7. (a) Muodosta matriisien R(exp(tF;)) € SO(3) ja R(exp(tE7)) € SO(3) lausekkeet.
(b) Madritd matriisit R, (F1) € s0(3) ja R.(Ey) € s0(3).

8. Madritd kuvauksen R, : su(2) — so0(3) lauseke su(2):n kannassa {Ey, Es, Fs3}, eli
méadritd matriisi R.(aE; + 0Fy + cEs) € s0(3), a,b,c € R.



