MATS132 Lineaariset Lien ryhmit demo 6 malliratkaisut

1. Olkoon ¢ : G — H derivoituva homomorfismi matriisiryhmien valilla ja ¢, : g — b
sen derivaatta. Oletetaan, etta ker ¢ on diskreetti, eli ettd jokaiselle A € ker ¢ on olemassa
avoin ympéristé6 U C G jolle U Nker p = {A}. Osoita, etté ker ¢, = {0}.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd ¢, (X) = 0 jollekin X € g. Talloin poexp(tX) = exp o, (tX) =
exp(0) = I, joten t — exp(tX) on jatkuva polku joukossa ker ¢.

Toisaalta, koska ker ¢ on diskreetti, ainoa jatkuva polku téssé joukossa on vakiopolku
exp(tX) = I, joten itse asiassa X = 0. O

2. Todista Lemma 7.2: olkoon ¢ : G — H derivoituva homomorfismi matriisiryhmien
valilla ja ¢, : g — b sen derivaatta.

(a) Osoita, ettd K =kerp ={A € G: ¢(A) = I} on matriisiryhmé.

(b) Osoita, ettd kergp, = {X € g : ¢«(X) = 0} on matriisiryhmén K Lien algebra.
(Vihje: hyodynna relaatiota exp op, = ¢ o exp)

Ratkaisu. (a) Homomorfismin ydin on normaali aliryhmé, eli K < G. Toisaalta koska ¢
on derivoituva, se on myés jatkuva, joten K on suljettu, joten se on matriisiryhma.

(b) Olkoon ¢ matriisiryhmén K Lien algebra.

Jos X € &, niin on jokin derivoituva polku « : (—e,e) = K, a(0) = I, ¢/(0) = X.
Kaikilla t, a(t) € K, jolloin edelleen ¢ o a(t) = I. Néin ollen
d d

Pu(X) = ! poalt))_,= At Iy =0
joten X € ker p,. Koska X oli mielivaltainen, ¢ C ker ¢,.
Kééanteisen inkluusion D osoittamiseksi, kiinnitetddn jokin X € ker ¢, C g. Talloin
a:R — G, aft) = exp(tX) on derivoituva polku jolle a(0) = I, o/(0) = X. Lauseen
6.8 nojalla

poa(t)=poexp(tX) & exp o, (tX).

Toisaalta, koska X € ker ., myos tX € ker p,, joten exp op,(tX) = exp(0) = I.

Niéin ollen a(t) € ker p = K, jolloin X = o/(0) € ¢. Jilleen koska X oli mielivaltainen,

ker p,£.
O



3. Olkoon g Lien algebra. Osoita, etta
Z(g)={Xeg: [X,Y]=0VY g}
on ideaali g:ssé.

Ratkaisu. Tarkistetaan ensin, ettd Z(g) on vektorialiavaruus. Ta4mé seuraa suoraan Lien
sulkeiden lineaarisuudesta.

(i) 0 € Z(g): [0,Y] =0 VY € g nojalla.
(i) A,BeZ(g) = A+BeZ(g): [A+BY]=[AY]+[B,Y]=0VY €g.
(i) Ae Z(g),t e K = tAec Z(g): tA Y] =1t[AY]=0VY €g.
Kommutaattoriehto [Z(g), g] C Z(g) taas seuraa vilittoméasti siité, etta
Z,X]=0¢€ Z(g)
kaikille Z € Z(g) ja X € g. 0

Jos g ja b ovat Lien algebroja, tuloalgebra g x h méaritellaédn asettamalla Lien sulkeiksi
komponenteittaiset sulkeet

(X1, Y1), (X5, Y2)] = ([X3, Xy, [V1, Ya]y), (X1, Y1), (Xo, Y2) € g x b
4. Olkoot g ja h yksinkertaisia Lien algebroja. Osoita, etta
(a) o= [g,9].
(b) g x b ei ole yksinkertainen Lien algebra.
() gxb=[gxbgxbl.

Ratkaisu. (a) [g, g] on ideaali g:ssd. Koska g on yksinkertainen, joko [g, g] = 0 tai [g,g] = g.
Ensimmaéinen tapaus ei ole mahdollinen silld yksinkertaisuuden mééaritelmén mukaan g ei
ole abelinen. Néin ollen on oltava [g, g] = g.

(b) Osoitetaan, etté esimerkiksi gx {0} on epétriviaali ideaali. Kaikille (X7,0) € gx{0}
ja (X3,Y3) € g x b,

[(Xbo)? (X273/2>] = ([X17X2]97 [07}/2]’7) - ([X17X2]970) cgXx {0}7

joten g x {0} on ideaali.



Toisaalta g ja h ovat yksinkertaisia, joten g, # 0. Néin ollen

{(0,0)} #g x {0} #g x b

ja g x {0} on epétriviaali.
(c) Tuloalgebran sulkeiden méaaritelmén mukaan

(X1, Y1), (X2, Y2)] = ([X1, Xa], [Y1, Ya]) = ([X1, X2], 0) + (0, [, Y2)).
Talloin (a)-kohdan nojalla

[g x b, g x b] = span{[(X1,Y1), (X2, Y2)] : X1, X € g, Y1, Y5 € b}
= span{([X1, X2, 0) : X1, X5 € g} @ span{(0, [V1,Y3]) : Y1,Y> € b}
= ([9,9],0) & (0, [h, h])
= (9,0) ©(0,h)
=gxb.

O

Seuraavissa tehtévissd tarkastellaan homomorfismia R : SU(2) — SO(3), joka mééri-
teltiin kvaterniotulon kautta: yksikkokvaterniolle ¢ € SU(2) tulkitaan R?® imaginéiérikva-
ternioiden avaruutena ja méaritelladn kuvaus kvaterniotulona

R(q) : R’ = R?, (fHQ)>($)=:qxq‘3

Muista, ettd kvaterniotulo on itsessadn matriisitulo kun imaginaéarikvaternio r = x,i +
2o + 3k Kirjoitetaan muodossa

1 — J,’Qi —xg’i

= |: ZL’37: —T1 — ZEQZ:| c M2X2<C).

Tehtévisarjan tavoitteena on loytaa lauseke derivaatalle R, : su(2) — so(3).

5. su(2):lla on kanta

Osoita, ettd kuvauksen R, : su(2) — s0(3) lauseke maadrdytyy téysin pelkistaan kuvapis-
teiden R, (E)) ja R.(E2) avulla.



Ratkaisu. Koska R : SU(2) — SO(3) on derivoituva homomorfismi, R, : su(2) — so(3)
on Lien algebrojen morfismi. Erityisesti se on lineaarinen, joten R, méaardytyy taysin
kantamatriisien kuvista R.(E}), R.(Es), R.(Es).

Toisaalta suora lasku Lien algebrassa su(2) antaa

[Ey, Eq] = 2E5.
Koska R, sailyttaa Lien sulkeet, télloin

1

R.(Es) = R, (—[Ez,El}) =

: [Ru(Ey), Ro(Ey)]

DN | —

6. Olkoon t € R ja x = x1i + 29 + 23k € Ri + Rj + Rk.

(a) Madritd matriisit exp(tE;) € SU(2) ja exp(tEy) € SU(2).

(b) Maéérita lausekkeet vektoreille <R(exp(tEl)> () € Ri+Rj+RE ja (R(exp(tEg)) (x) €
Ri + Rj + Rk.

Ratkaisu. (a) Diagonaalimatriisin eksponentiaali on alkioittainen eksponentiaali

it O
exp(tky) = {60 _it} )

e
Matriisille tF5 eksponentiaali taas saadaan kompleksisen upotuksen kautta

cost —sint
sint cost

exp(tEy) = expop(it) = p(e') = {
(b) Vektorit R(exp(tF;))x saadaan kvaterniotulona
R(exp(tEy))r = exp(tE) )z exp(—tE))
et 0 T3l —x1 — 2ot [e7® 0
0 e |z — 2ot —x31 0 et

230 —xe?t — $2€2Zt2.:|

o L:lem — roe 2 — 41
Laajentamalla e = cos + i sin § saadaan

—z1e* — p9e*™i = — (1 cos(2t) — xosin(2t)) — (24 cos(2t) + a1 sin(2t))i.



Lukemalla tdma kvaterniomuodossa saadaan
R(exp(tEy))x = (x1 cos(2t) — xosin(2t))i + (x2 cos(2t) + x4 sin(2t))j + zsk.
Vastaava lasku matriisille exp(tEsy) hyoédyntéen kaavoja
cos(2t) = cos®t — sin®t ja sin(2t) = 2sint cost
antaa

R(exp(tEs))x = exp(tEs)x exp(—tEs)

_ |cost —sint T31 —T1 — Lol cost sint

sint cost T1 — Xal —x3l —sint cost
B (3 cos(2t) + xosin(2t))i —x1 — (15 cos(2t) — z3sin(2t))i
|z — (xgcos(2t) — w3 sin(2t))i —(x3 cos(2t) + xosin(2t))i

= 11 + (25 cos(2t) — z3sin(2t))j + (x5 cos(2t) + xo sin(2t) k.
O

7. (a) Muodosta matriisien R(exp(tFE;)) € SO(3) ja R(exp(tEy)) € SO(3) lausekkeet.
(b) Maéritd matriisit R.(E;) € s0(3) ja R.(Es) € s0(3).
Ratkaisu. (a) Vektori
R(exp(tEy))x = (x1 cos(2t) — xosin(2t))i + (xq cos(2t) + xq sin(2t))j + x3k
vastaa matriisituloa
Ty

R(exp(tE7)) |2

xs3
Tastd saadaan matriisi

cos(2t) —sin(2t) 0
R(exp(tE,)) = |[sin(2t) cos(2t) 0
0 0 1

Vastaavasti vektorista

R(exp(tEy))x = x1i + (w5 cos(2t) — x3sin(2t))j + (23 cos(2t) 4+ 2 sin(2t))k



saadaan matriisi
1 0 0

R(exp(tEy)) = |0 cos(2t) —sin(2t)
0 sin(2t) cos(2t)

(b) Derivaatan R, mééritelman mukaan

d
R.(E;) = o R(exp(tE})|,—o -

Derivoimalla (a)-kohdan matriisit pisteessd ¢t = 0, saadaan

d 0 -2 0
R.(Ey) = pr Roexp(tEh)|,.o= |2 0 0] ja
0 0 O
d [0 0 0]
R.(Es) = pr Roexp(tEy)|,.o= [0 0 =2
0 2 0.

]

8. Maiaéritda kuvauksen R, : su(2) — so(3) lauseke su(2)m kannassa {Ei, Fs, E3}, eli
méadritd matriisi R, (aFy 4+ bFy + cE3) € s0(3), a,b,c € R.

Ratkaisu. Viimeisen kantamatriisin kuva saadaan edelld laskettujen kommutaattorista
1 1 0 0

R.(E3) = R*(ﬁ[EQ,El]) = E[R*(Eg),R*(El)] =10 0 O

20 0

Kokonaisuudessaan kuvaus R, on siis

ai —b+cz}> 0 —a —c

R*(aEl + bE2 + CEg) = R* (|ib + i —ai



